NSGA-II algoritmasi ile gok amagli bir optimizasyon problemi nasil ¢oziiliir?

Asagidaki anlatim http://yarpiz.com/56/ypeal20-nsga2 adresinde bulunan kodlar ve NSGA-II'nin makalesi yardimiyla
hazirlanmustir.

En temel cok amacgli optimizasyon ile baslayalim:
min f1(x) = x?
min f2(x) = (x — 2)?

Tek degiskenli iki fonksiyonu minimize etmeye calisiyoruz. Bu iki fonksiyonu tek bir amag fonksiyon icerisinde
asagidaki sekilde birlestirebiliriz:

f=[f1 f2];

Boylece her iki amag fonksiyonu tek bir degisken icerisinden ulasilabilecek hale gelmistir.

-10 +10 araliginda 10 farkh birey rastgele olusturulur ve X.Position degiskenine bu bilgi yazilir.

Daha sonra 2 amag fonksiyonu hesaplanir. Hesaplanan deger tek bir degisken icine X.Cost seklinde kaydedilir.

Baslangicta asagidaki goriinim olusur:

Fields 7 Position '1_|-| Cost Ijj Rank IﬂjDominationSet I-ijominateanunt HijwdingDistance

8.1158|[65.8668;37.4035] 1 3] 1 i
-7.4603[55.6555;89.4966] 1 1 1 N
8.2675/[68.3518;39.2818] 1 ] 1 i
2.6472([7.0076;0.4188] 1 1 1 I

-8.0492 [64.7895;100.9863] 1 3] 1 i
-4.4300/[19.6252;41.3454] 1 1 | (
0.9376/[0.8792;1.1236] 1 1 1 N
9.1501|[83.7250;51.1245] i 1 1l (
9.2978|[86.4485;53.2575] 1 1 1 I

0 -6.8477 [46.8915;78.2825] 1 1 1 1
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Domine eden ¢6ziimler nasil tespit edilir?
Her bireyin amag fonksiyonu birbiriyle kiyaslanarak domine eden ¢oziimler tespit edilir.
Sirayla her bir bireyin amag fonksiyonu degeri tim poplilasyondaki bireylerin amac fonksiyon degerleri ile kiyaslanir.

1.birey ile tiim bireylerin kiyaslanmasi sonucunda: 3, 8 ve 9.bireylerin her iki amag acisindan birinci ¢6ziim tarafindan
bastirildigi gorilmektedir.

Fields Iijnsition (! Cost 0 Rank H:HDominatiDnSet IijominatedCount (- CrowdingDistance

8.1158 [65.8668:27.4035) niEe9 Il
-7.4603|[55.6555:09.4966] un l
8.2675[68.3518,20.2818] nn 0
2.6472 [7.0076:0.4188] ol Il
-8,0492 [64.7895:100.9863] un Il
-4,4300([19.6252:41,3454] nn 0
0.9376 [0.8792:1.1236] [ Il
9,1501 [23.7250:51.1245) un I
9.2078 [36.4485:52.2575] nn l
-6.8477|[46.8915:78.2825] nn Il
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1-2: 1.amag icin saglamaz, 2.amag saglar fakat kabul olunmaz.

1-3: Hem 1 hem de 2.amag agisindan daha kiigik degerler oldugundan 1.¢6zliim 3.¢6zimi domine eder.
X.DominationSet degiskenine 3.¢6ziim eklenmis olur. 1.¢6ziim tarafindan domine edildiginden X.DominatedCount
degeri bir artirilir.



1-4: iki amag icinde 4.¢6ziim 1.¢6ziimii baskilar. Béylece 4.¢6ziimiin X.DominationSet degiskenine 1.¢6ziim eklenir ve
1.¢c6zimiin X.DominatedCount sayaci 1 artirilir.

1-5: 1.amag icin saglamaz, 2. amag icin saglar fakat kabul olunmaz.
1-6: 1.amag icin saglamaz, 2. amag icin saglar fakat kabul olunmaz.

1-7: iki amag icinde 7.¢6ziim 1.¢6ziimii baskilar. Béylece 7.¢6ziimiin X.DominationSet degiskenine 1.¢6ziim eklenir ve
1.¢c6zimiin X.DominatedCount sayaci 1 daha artirilir ve 2 olur.

1-8: Hem 1 hem de 2.amag agisindan daha kiigik degerler oldugundan 1.¢6zliim 8.¢6ziimi domine eder.
X.DominationSet degiskenine 8.¢6ziim eklenmis olur. 1.¢c6ziim tarafindan domine edildiginden X.DominatedCount
degeri bir artirilir.

1-9: Hem 1 hem de 2.amac acgisindan daha kii¢lik degerler oldugundan 1.¢6ziim 9.¢6zimi domine eder.
X.DominationSet degiskenine 9.¢6ziim eklenmis olur. 1.¢6zlim tarafindan domine edildiginden X.DominatedCount
degeri bir artirilir.

1-10: 1.amag icin saglamaz, 2. amacg icin saglar fakat kabul olunmaz.

ilk kiyaslama sonucundan anlasilacag tizere bu sekilde tiim popiilasyondaki ¢éziimlerin(bireylerin) degerleri bu
sekilde kiyaslanarak ilgili 6zellikler belirlenir.

Tum kiyas islemleri bittikten sonra DominatedCount degerleri 0 olan ¢oziimler ilk cepheyi olusturan bireyler olarak
ayrilir. Ayrica her birey igin olusturulmus olan X.Rank degiskenleri 1 olarak glincellenir. Béylece bu bireyler en iyi
¢ozlimler olarak isaretlenmis olur.

Fields ] Position 45! Cost 0 Rank 43 DominationSet [ DeminatedCount 0 CrowdingDistance
1 8.1158/[65.8668:37.4025] [n3esl 2 (]
2 -7.4603 [55.6555;89.4966] 15 4 [1
3 8.2675/[68.3518;39.2818] [1089] 3 [1
4 26472 [7.0076;0.4188] 1[123568910] 0 [1
5 -2.0492 [64.7295;100.9863] e 5 [1
] -4,4300[19.6252;41.3454] [1[258910] 2 [1
7 0.9376/[0.8792:1.1286] 1[123568910] 0 [
:} 9,1501/[83.7250;51.1245] e 5 [
9 0.2478 [86.4485,53.2575] 1 & [1
10 -6.8477 [46.8615,78.2825] [1125] 3 [1

Yukaridaki tablo incelendiginde X.Rank degeri 1 olan 4 ve 7.bireylerin ilk cephede yer aldigi ve diger bireyler
tarafindan baskilanmadigi ve birbirlerini de baskilayamadigi anlasilmaktadir. 1.amacg icin 7.birey iyi iken 2.amag icin
4.birey iyidir bu ylzden ikisine de ayni rank degeri verilmistir. Yine gorilecegi lizere X.DominatedCount degeri 6 olan
9. ¢6zim en kotl ¢ozimdir hakeza 5.¢c6ziimde kimseyi baskilayamamistir.

Daha sonra diger cepheleri belirlemek icin X.DominatedCount degerleri sifirlanincaya kadar X.Rank degerleri
doldurulur.

Sonug olarak farkh cephe ve cephedeki bireyler asagidaki sekildedir:

[47] [16] [310] [82] [95]



Fields EH Position _'1‘_|-| Cost EE Rank i-_|Jl_1']'-|I:Zh:rr'ninatiunSvat HﬂDDminatedCuunt ECruwdingDistance
1 8.1158/[65.8668;37.4035] 2[389] 0 1l
2 -7.4603/[55.6555;89.4966] 45 0 [l
3 8.2675([68.3518:39.2813] 3[89] 0 [l
4 2.6472 [7.0076;0.4188] 1[123568910] 0 [1
B -8.0492 [64.7295;100.5863) 5] 0 [1
] -4,4300[19.6252:41.3454) 2[258910] 0 1
7 0.9376[0.8792:1.1236] 1[123568910] 0 1
] 9.1501[83.7250;51.1245] 43 0 1l
g 9.2978[36.4435:53.2575] 501 0 [l
10 -6.8477 [46.8915,78.2825] 3[25] 0 1
ilk cephe olan 4 ve 7 zaten ilk kiyaslamada bulunmustu.
ikinci cephe rank degeri 2 olan 1 ve 6 olan ¢dziimlerdir.

Ugiincii cephe rank degeri 3 olan 3 ve 10 olan ¢éziimlerdir.
Dordiinci cehpe rank degeri 4 olan 2 ve 8.¢coziimlerdir.
Besinci cephe ise rank degeri 5 olan 5 ve 9.¢6zlimlerdir.
Elde edilen bilgiler ile Crowding Distance bilgisi hesaplanir.

Fields E Position '-EH Cost E Rank '-EiJDnminatinnSet HﬂDnminateanunt %CruwdingDistance
1 82,1158 [65.8668,37.4025] 20289 0 Inf
2 -7.4603|[55.6555;89.4966] 45 0 Inf
3 8.0675 [68.2518,20.2818] 2[89] 0 Inf
4 2.6472 [7.0076;0.4133] 1123568910] 0 Inf
5 -8.,0482 [£4.7895:100.5863] 50 0 Inf
B -4,4300([19.6252;41.3454] 2258910] 0 Inf
7 0.9376 [0.8792:1.1286] 10123568910] 0 Inf
3 9,1501/[83.7250;51.1245] 49 0 Inf
9 9.2578 [86.4485:53.2575] 50 0 Inf
10 -6.8477|[46.8915,78.2825] 3[25] 0 Inf

Burada her cephede 2 ¢6ziim oldugundan ve cephe igerisindeki alt ve Ust sinirdaki bireyler zorunlu olarak
alinacagindan X.CrowdingDistance bilgisi Inf seklindedir. Bu hesaplamin ayrintisini baska bir 6rnek ile izah edecegiz.

NSGA-II'nin makalesinde bu hesaplamanin s6zde kodu asagidaki sekildedir:

crowding-distance-assignment(Z)

=17 number of solutions in Z

for each ¢, set Z[]distance = 0 initialize distance

for each objective m
Z = sort(Z, m) sort using each objective value
Z[1)distance = Z[{aistance = o so that boundary points are always selected
fori=2to(l—1) for all other points

I aistance = Z[ikiistance + (Z[¢ + 1lm — Z[i — 1].m)/(fo= — f, ",‘:i“)

Gorilecegi lizere burada 1. ve sonunda uzakliklar sonsuza esitlenerek secilmeleri saglanmaktadir.

Bu asamadan sonra popiilasyon dncelikle CrowdingDistance, daha sonra Rank degerine siralanir.



Fields H—jpusitiun Lﬁ] Cost EEl Rank I-E‘l_J DominationSet EHDUminatedCount EEiCerdingDistance

1 2.6472|[7.0076:0.4138] 1[123568910] 0 Inf
2 0.9376 [0.8792:1.1236] 1[123568910] 0 Inf
3 9.1158 [65.8668:27.4025] 2389 0 Inf
4 -4.4300 [19.6252:41.3454] 2[253910] 0 Inf
5 8.2675 [60.3518;39.2818] 3[89] 0 Inf
6 -6.8477 [46.8915.78.2825] 3(25) 0 Inf
7 -7.4603 [55.6555:89.4966] 45 0 Inf
3 9.1507 [83.7250:51.1245] 49 0 Inf
9 -8.0492 [64.7395;100.9363] 50 0 Inf
10 9.2973 [36.4485,53.2575] 5[] 0 Inf

En iyi bireyden en kéti bireye siralama yapilmis olur.
1.iterasyon bu sekilde tamamlanmis olur.

Daha sonra belirlenmis olan ¢aprazlama ve mutasyon islemleri ve sayilari ile yeni bireyler Gretilir ve mevcut
popiilasyon ile birlestirilir.

Fields EE‘ Position [r-'_l'|_-| Cost BE' Rank ’EJDDminationSet EﬂDDminatedCDunt BE‘CrclwdingDistance
1 2.6472|[7.0076:0.4188] 1[123568910] 0 Inf
2 0.9376/[0.8792:1.1286] 1[123568910] 0 Inf
3 8.1158/[5.8668;37.4035] 2/[3849] 0 Inf
4 -4,4300[19.6252:41.3454] 2([258910] 0 Inf
5 8.2675[68.3518;39.2818] 3[89] 0 Inf
] -0.8477 [46.8915,78.2825] 3[25] 0 Inf
7 -7.4603 [55.6555,89.4966] 4/5 0 Inf
2 9.1501|[83.7250;51.1245] 49 0 Inf
a9 -8.0492 [64.7895,100.9863] 510 0 Inf
10 49,2978 [86.4485,53.2575] 5([1 0 Inf
il 9.2078|[86.4485;53.2575] [ [1 [1
12 -2.8527[8.1377;23.5483] nn 1] [
13 9.2918 [86.3374;53.1702] [n [1 [
14 9.2973 [86.4485,53.2575] M 1 [l
15 -4.2589[18.1382;39.1738] 1 I 1]
16 9.1561/[83.8345,51.2100] nn 1 l
17 -6.0258 [36.3107:64.4132] [ [1 [1
18 11.3672/[129.2123;87.7436] nn [ ]

8 yeni birey daha eklendikten sonra ayni sekilde 6nce NonDominatedSorting, sonra CrowdingDistance en sonunda da
Sort islemi uygulanir.



Fields Ij_j Position '-@ Cost Ijj Rank q'_'TJ DominationSet EEiDominatedCclunt _I:EiCrowdingDistance
1 2.6472 [7.0076:0.41... 1/ 116 double 0 Inf
2 0.9376/[0.8792:1.12... 1/1x16 double 0 Inf
3 -2.8527 [8.1377:23 5. 2/ 1x15 double 0 Inf
4 8.1158 [65.8668:37.... 3[58101112 1416 18] 0 Inf
5 -4.2589/[18.1382:39.... 3| 1x13 double 0 Inf
5 -4,4300/[19.6252:41.... 4{1x77 double 0 Inf
7 8.2675[68.3518;30... 4[21011 131416 18] 0 Inf
8 9.1501/[83.7250:51.... 5101112 1416 18] 0 Inf
9 -6.0258[36.3101:64.... 50679 18] 0 Inf
10 _6.8477 [46.8915:78.... 6[7918] 0 Inf
11 9.1561[83.8345:51.... 6101113 14 18] 0 Inf
12 -7.4603 [55.6555;89.... 79 0 Inf
12 9.2018[86.3374;53.... 701011 1418] 0 Inf
14 -8,0492 [64.7895:10... 20 0 Inf
15 92978 [86.4485:53... 318 0 Inf
16 0.2978[86.4485:53... 818 0 Inf
17 9.2978[86.4485,53.... 818 0 0
18 ' 113672 [129.2123:8... a] 0 Inf

Yeni cepheler olusur, burada popilasyon bliytkligi 10 oldugundan ilk 10 ¢6zUm alinir, digerleri silinir.

Fields H_:I Position LE-,J Cost Hj Rank '-E? DominationSet H_:l DominatedCount H_:I CrowdingDistance
1 2.6472 [7.0076:0.4188] 1/1x76 double 0 Inf
2 0.9376 [0.8792:1,1286] 1/1x76 double 0 Inf
3 -2.8527 [8.1377:23.5483] ' 2 1x15 double 0 Inf
4 2.1158 [65.9668:37.4035] ' 3[58101113 1416 18] 0 Inf
5 -4,2589[18,1382:30.1738] ' 3 1x73 double 0 Inf
6 -4.4300 [19.6252:41.3454] ' 4 1x77 double 0 Inf
7 8.2675 [68.3518:20.2818] ' 412101113 14 16 18] 0 Inf
s 9.1501 [83.7250:51.1245] ' 50101113 1416 18] 0 Inf
9 -6.0258 [36.3101:64.4132] ' 50679 18] 0 Inf
10 -6.8477 [46.8915;78.2825] 6[7918) 0 Inf|

ilk iterasyon sonucunda 1.cephede ilk iki ¢6ziim yer almaktadir. iki ¢6ziimiin grafikte gésterimi asagidaki sekildedir:
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2 birey (¢6ziim) ile Pareto cephesi ¢ok net bir sekilde ortaya ¢citkmamistir.

Algoritmayi 10 iterasyon calistirdigimizda:



Command Window

Iteration 1: Number of Fl1 Members = 2
ITteration 2: Number of Fl Members = 3
Iteration 3: Number of Fl Members = 5
Iteration 4: Number of Fl Members = 9
Iteration 5: Number of Fl Members = 10
Iteration €: Number of Fl Members = 10
Tteration 7: Number of Fl1 Members = 10
Iteration 8: Number of Fl Members = 10
ITteration 9: Number of Fl Members = 10
Iteration 10: Number of Fl Members = 10
S>> |

5.iterasyondan sonra 10 bireyinde ilk cephe icinde yer aldigi goriilmektedir.

Fields EH Position '1’_:|] Cost Ej Rank EEIDuminationSet EHDDminatedCount EEimedingDistance
1 -0.0758 [0.0058:4.3001] 1 [ 0 Inf
2 1.9703[3.8820:8.8335e-04] 1 [ 0 Inf
3 1.9703[3.8820;8.8335e-04] 1 [ 0 Inf
4 0.3864 [0.1493;2.6037] 1 [ 0 0.6889
5 0.9376([0.8792:1.1286] 1 1 0 0.5653
] 1.4274|[2.0374:0.3279] 1 1 0 0.5463
i 1.7757|[3.15332:0.0503] 1 ] 0 0.5418
a 0.6544 [0.4282:1.8107] 1 [ 0 0.5307
9 1.2328/[1.5198:0.5886] 1 [ 0 0.4847
10 1.9606/[3.8440:0.0016] 1 [ 0 0.1995

Son popllasyon incelendiginde optimum degeri 0-2 arasinda olan bu iki amag fonksiyonu minimize edilmis ve Pareto
cephesi asagidaki sekilde ¢izilmistir:

Non-dominated Solutions [F1]
45 T T T T T .

a5 7

n
(%]
T
i

2™ Objective
(3]

-
o
T
L

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4

1%' Objective

NSGA’da Nondominated Sorting Nasil Yapilir?

M amag icin N populasyonl bir NSGA’da bireylerin tim amaglarin icin birbirlerini domine edip etmediklerine
bakmamiz gerekmektedir. Bu karsilastirma igcin O(MN) karmasiklik gerekir. ilk cephenin elemanlarinin tespiti icin
O(MN?) karmasiklik gerekmektedir. Her cephede bir eleman oldugunu varsayarsak o zaman N adet cephemiz olur.
Boylece tiim cephelerdeki elemanlari yerlestirmemiz icin O(MN3) karmasiklik gerekmektedir. Bellek karmasikligi icin
O(N) olur.



NSGA-II'de Nondominated Sorting Nasil Yapilir?

NSGA-II, NSGA’da gerekli olan O(MN?3) karmasikhgi indirmek lizere ortaya atilmistir. Burada her bir ¢ziim icin np ve
Sp degerleri hesaplanir.

np: p ¢6zimiini domine eden ¢dziim sayisl

Sp: p ¢6zimiinin domine ettigi ¢coziimler kiimesi

Bu iki degeri hesaplamak icin O(MN?) karmasiklik gerekmektedir.
ilk cephedeki bireyler np=0 olan bireylerdir.

Daha sonra Sp kiimesindeki ¢oziimlere sirasiyla giderek np degerleri 0 oluncaya kadar onlari yeni cephelere atamis
olur. Bitin bireylerin np degerleri 0 oldugunda tiim cepheler ortaya ¢ikmis olacaktir.

Her bir birey bir cepheye dahil olabileceginden N popiilasyon biyikligi M amag sayisi oldugu durumda karmasiklik
O(MN?2) olarak hesaplanir. Zaman karmasikhgi diistigii bu durumda bellek karmasikligi O(N?) olmaktadir.

Makaledeki s6zde kod:

fast-non-dominated-sort ()
foreachp e P

8y =
Mp =0
foreachq € P
if (p < q) then If p dominates g
Sp=SpU{q} Add g to the set of solutions dominated by p
else if (¢ < p) then
p="np+1 Increment the domination counter of p
if n, =0 then p belongs to the first front
Prank = 1
Fr=FU{p}
=1 Initialize the front counter
while F; # ()
Q=0 Used to store the members of the next front

for each p € F;
foreach g € S,
Ng =Ty — 1
if ngy = 0 then  belongs to the next front
frank = 141
Q=Qulq)
t=1+1
Fi=Q

Matlab kodu:

function [pop, F]=NonDominatedSorting (pop)
nPop=numel (pop) ;
for i=1:nPop
pop (1) .DominationSet=[];
pop (1) .DominatedCount=0;
end
F{1}=1[1s
for i=1:nPop
for j=i+l:nPop
p=pop (1) ;
g=pop (3) ;
if all(p.Cost<=qg.Cost) && any(p.Cost<g.Cost)
p.DominationSet=[p.DominationSet j];
g.DominatedCount=qg.DominatedCount+1;




end
if all(g.Cost<=p.Cost) && any(g.Cost<p.Cost)
g.DominationSet=[g.DominationSet i];
p.DominatedCount=p.DominatedCount+1;
end
pop (1) =p;
pop (J) =a;
end
if pop (i) .DominatedCount==
F{1}=[F{1} 1]
pop (1) .Rank=1;
end
end
k=1;
while true
o=I[17
for i=F{k}
p=pop (1) ;
for j=p.DominationSet
g=pop (J) ;
g.DominatedCount=qg.DominatedCount-1;
if g.DominatedCount==
Q=00 J1;
g.Rank=k+1;
end
pop (J) =a;
end
end
if isempty (Q)
break;
end
F{k+1}=0Q;
k=k+1;
end
end

Cok amagli optimizasyon problemlerinin ¢6ziimi icin buldugumuz Pareto cephesindeki bireylerin diizglin dagiimis,
yeterli gesitlilikte olmasini isteriz.

Crowding Distance nasil hesaplanir?

*
f') 0

i.c6zUm icin ayni cephe lzerindeki i-1 ve i+1.¢c6zliimlerin degerleri ile bir cevre olusturulur.

Amag fonksiyonu degerlerine gére ¢ozlimler siralanir.



ilk bastaki ve sondaki ¢6ziim saklanir. (Cephede sadece iki ¢6ziim var ise bu hesap yapilamaz)

Hesaplamanin s6zde kodu asagidadir:

crowding-distance-assignment(Z)

{=1T] number of solutions in 7

for each ¢, set Z[i]distance = 0 initialize distance

for each objective m
1 = sort(Z, m) sort using each objective value
I kistance = Z[laistancs =100 so that boundary points are always selected
for¢ =2to (! —1) for all other points

Tlilistance = Lli)distamce + (L[ + 1] — I — L) /(fres — iy

Matlab kodu:

function pop=CalcCrowdingDistance (pop, F)
nF=numel (F) ;
for k=1:nF
Costs=[pop (F{k}) .Cost];
nObj=size (Costs, 1) ;
n=numel (F{k});
d=zeros (n,nOb7j) ;
for j=1:n0bj
[c], so]l=sort(Costs(j,:)):
d(so(l),7J)=inf;
for i=2:n-1
d(so(i),j)=abs(cj(i+1)-cj(i-1)) /abs(cj(1)-
cj (end)) ;
end
d(so(end),j)=inf;
end
for i=1:n
pop (F{k} (i)) .CrowdingDistance=sum(d (i, :));
end
end
end

Yukaridaki hesap ile her ¢6ziime ait CrowdingDistance bilgisi hesaplandiktan sonra her bireyin hem X.Rank ve
X.CrowdingDistance degerleri elimizde bulunur.

l <n J if {\ix'zulk < J.x'ank)
or {\(J rank — Jrzmk_) .
and (distance > Jdistance))

Cozamler kiyaslanirken i.c6zlimiin rank degeri j.¢c6zimin rank degerinden kiigik ise i.c6ziim veya esitse ve
i.cozimdin uzakhk degeri blytikse i.c6ziim secilir. Burada rank degeri kiiclik olan direk secilirken rank degerleri esit
olan —yani ayni cephede olan ¢éziimler i¢in ise- uzaklk bilgisine bakilmaktadir.

Uzakligin yiksek olmasi bireyin digerlerinden daha farkl bir konumda oldugunu gosterdiginden cesitliligin yiksek
oldugunu belirtir ve istenen bir durumdur.

Bu anlatim http://yarpiz.com/56/ypeal20-nsga2 adresinde bulunan kodlar yardimiyla hazirlanmistir.

Hazirlayan: Ahmet Cevahir CINAR



