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?Gercek tehlike bilgisayarin insan gibi distinmeye baglamas: dedil, insanlarn bilgisayar gibi
diigiinmeye baglamasidir.”

Sydney J. Harris

1. Girig

Bilim, yeni kavramlarin bulunmasiyla ilerler. Bazen yeni bir kavramin bir siire sonra dogal ol-
madig) ya da iglerligi bulunmadig: anlagilir. Diger biri ise beklenenden daha da dnemli ya da yarark
cikabilir. Cagdag bilimin bagarili kavramlarindan hesaplanabilirlik kurami diger iglevlerin yamsira
karmagiklik konusuna da 191k tutmugtur.

Bu yazida hesaplanabilirlik kuramimin geligim tarihinden, algoritmalardan, Turing makinesi, P,
NP ve NP-tam simif kavramlar: ve bu alandaki son geligmelere yer verilmigtir.

2. Hilbert’in Matematik Programi

19. yiizyihn sonlarinda matematik¢iler, matematiksel kanitlama yontemlerinin giderek daha da
giliclenmesinin etkisiyle biiyilik gelismeler kaydetmiglerdir. Béylece matematikgiler bu glicli yontemleri
giderek artan bir giivenle uygulamaya baglamiglardi. Ancak bu giiven 1902’de Ingiliz mantik bilimcisi
ve felsefecisi Bertrand Russell’in {inlii paradoksunu ortaya atmasiyla sarsildi. O zamanlarda matem-
atikgiler aksiyomlardan ve yontemsel kurallardan olugan son derece bicimsel bir matematik sistemini
geligtirmeye girigti. Biiyiik Alman matematikgisi David Hilbert daha uygulanabilir ve kapsaml bir
projeye bagladi. Hilbert programinin amact matematigin herhangi bir iyi tanimlanmig alan ile ilgili
her gesit dogru matematiksel uslamlama yGntemini igine alacak kadar genig kapsamh ve yontemsel ku-
rallar listesi yaratmakti. Ayrica Hilbert projenin celigkiden uzak oldugunu kamtlamamn da miimkiin
olacagin diiglinliyordu. Boylece matematikgiler sonsuza kadar, sarsiimaz bir temel {izerine oturabile-
ceklerdi. Ancak onlarin umutlar: 1931°de, 25 yaglarinda zeki bir Avusturyali matematik mantikgis:
olan Kurt G6del’in, Hilbert’in programim altiist eden teoremiyle séndii.

Godel Teoremi: Aksiyomlardan ve ¢ikarim kurallarindan olugan herhangi bir kesin (“bicimsel”)
matematik sistemi, basit aritmetik teoremlerinin tammlamalarim kapsayacak kadar genis kapsamli
olmas:1 ve geligkisiz olmas: koguluyla, sistemin kapsamina alinan yéntemlerle ne kamtlanabilir ne de
kanitlanamaz bazi énermeleri icermelidir. Buna gore bu gibi nermelerin dogrulugu hakkinda, onayli
" yontemlerle “karar verilemez”. Godel, gercekte, uygun bir aritmetik teoremi geklinde kodlandiginda.
aksiyom sisteminin tutarliliinin bildirimini “karar verilmez” yontem oldugunu kendiliginden kanit-
ladigimi gdstermigtir.

3. Turing Makinesinin meydana geligi

Bir Turing makinesi hakkinda aklimizda tutulacak en dnemli nokta bunun bir fiziksel niesne degil
bir “Soyut Matematik” {iriinii oldugudur. Bu kavram ilk kez, ingiliz matematikgisi, tinlii gifre uzmam
ve ilk bilgisayar bilimcilerinden Alan Turing tarafindan 1935-36 yillarinda daha genig kapsaml bir
probleme yanit getirebilmek amaciyla ortaya konmustur.

Entscheidungs problemi adiyla bilinen bu problem Hilbert tarafindan 1900 Paris Uluslararas:
Matematikgiler kongresinde tamimlanmigt:. Turing’in ilgilenmis oldugu Hilbert problemi Matematigin
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herhangi bir aksiyom sistemi cinsinden yazilmasindan daha derine inen bir problemdir. Sorun gudur:
Matematigin tim problemlerini birbiri pesine cézebilecek genel bir mekanik yéntem ilke olarak var
madsr? Turing bu soruyu m seyssina uygulanan Turing makinesinin gercekten DUR konumuna gegip
gecmeyecedine karar verme problemi olarak yorumlamigtir. Bu problem DURMA problemi adiyla
anilir.

Turing Godel’in yapitin inceledikten sonra DURMA probleminin ¢dziilemeyecegine dair teoremini
geligtirmigtir.

4. Algoritmalar teorisi

Algoritma kavrami matematigin en temel kavramlarindan biridir. Algoritmalar ilk ¢agdan itibaren
bilinip kullanilmakla beraber yirminci asirds, gelismistir.

Algoritmalar ard arda gelen sonlu iglemlerle problem ¢dzme yollaridir. Bir problemi yanit isteyen
genel bir soru olarak kabul edebiliriz. Soru tanimi iginde (i) iligkin tiim parametrelerin belirlenmesi
ve (ii) yanitin(¢Oziimiiniin) tagimas: gereken tiim Szellikler olmahdir. Parametrelere dzgiil degerler
atandiginda problemin bir drnegini (bireysel problem) elde ederiz.

Ornek-1: Genel bir 0-1 degiskenli denklem agagidaki gibidir:

n
Za,-xi =b, a;,b€EN, z; =0yadal, i=1,n.
=1 ]
Buna kargilik, bir 0-1 degigkenli denklem Grnegi goyle verilebilir:
41 + 322 + 223 + 54 = 8, Z1,%92,%3,%4 = 0 ya da 1.
1 =0, 20=1, 23=0, z4=1
bu problemin ¢Sziimiidiir.

Herhangi bir algoritmanin bir P problemini ¢dzdiigiinii sdyleyebilmemiz icin bu algoritma P prob-
leminin Srneklerinin hepsi icin ¢dziimii daima verebilmelidir.

Teoride esas olan algoritmik olarak ¢ziilebilme veya ¢bziilmeme durumudur. Belirsiz algoritma
kavramindan kesin Turing makinasi kavramma gecilip verilen bir problem sinifimin bir algoritma ile ;
¢Oziillip ¢Oziilemeyecegi sorusu kesinlegtirilmigtir.

Turing makinasinde belli bir sayrda ”¢aligma” ile bir ”dinlenme” durumundan olug
bir égdurum bulunmaktadir. Makina karelere boliinmiis sonsuz uzunlukta bi
caligir(gerit bellek gdrevini yapmaktadir). Seridin her karesinde 6zel simgeler b
simgelerden bir bog anlamini tagir. Caligma durumlarindan birinde oldugu zam:
kareyi okur ve bir yandan hangi i¢ durumunda olduguna, ve diger yand

olarak agagidaki iglemleri yapar: (i) Karede yazili olam siler ve
simgeyi) yazar. (i) Bir kare ileri ya da geri gider. (iii)Yeni bir i i¢ di

n gonly sayida

Kisacas: bir Turing makinesi normal bir bilgisayarin yaptig

5. Hesaplanabilirlik

Hesaplanabilirlik gercek bir ”mutlak” matematik ka veam gibi
temel nitelikli diger kavramlarla birlikte matematik bil  aldukga yeni
bir fikirdir ve matematigin tiim alanlarim kapsar :
lsunlar, hesa-
bilirler. Turing
ilebilen sayilara

Eski sayilar ve kesirler, pay ve paydalar Ty
planabilirler. m, v/2 gibi diger pek cok ir
makinesinin iiretemeyecegi baz i irrasyone,
hesaplanabilir saylar ad: verilirken, i
planamaz sayilar olarak adlandurilir. .
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Hesaplanabilirlik fikrini aciklayan bagka yollar da vardir. Bunlardan, tarih bakimindan birin-
cisi, Amerikali mantik¢i Alonza Church’iin, Stephen C. Kleene’in yardimiyla geligtirdigi ”Lambda,
Hesab1”dir. Church’iin yéntemi Turing’in yénteminden oldukca farkli ve daha soyuttur.

Hesaplanabilirlik, genellikle matematikte 6nemli bir konudur ve sadece sayilara uygulanabilir
bir konu olarak degerlendirilmemelidir. Hesaplanabilirlik fikrinin giicli kismen baz iyi tamimlanmig
matematik iglemlerinin ashnda hesaplanamaz olmasindan kaynaklamir. Ciink{, boyle hesaplanamaz
iglemler olmasaydi, hesaplanabilirlik kavram: matematigin ilgisini ¢ekmezdi.

6. Algoritmik ¢éziilmeyen problemler

Algoritmik ¢6ziilmezlik ilk olarak matematiksel mantiktaki problemler (sonu¢ ¢ikarabilme prob-
lemi) ve algoritmalar teorisindeki problemler (6rnegin, kendi kendine hesap edilebilme problemi) i¢in
diigliniilm{igtii. Daha sonra ise matematigin bagka bircok dallarindaki benzer fakat daha az genel prob-
lemlere yoneltildi. Bunlardan biri de Hilbert’in onuncu problemidir: Verilen her hangi bir Diophant
denkleminin tamsayl ¢ozdminin olup olmadifinm bulunmasi. 10. problem genel halde uzun siire
¢oziilemedi ve 1970 yihinda Y.V.Matiyosevich bu:problemin ¢bzlilemez oldugunu ispatlad:. Agagidaki
3 problem de ¢ziimsiizliigii ispatlanmuig problemlerdendir:

1. Bir aginin pergel ve cetvelle 3 egit parcaya boliinmesi.

2. Sadece pergel ve cetvel yardimiyla, alani verilmig bir dairenin alanina esit olan karenin ¢izilmesi.

3. Yalmsz pergel ve cetvelle, verilmig olan bir kiipiin 2 kat1 hacminde bir kiipiin 1 ayritin gizilmesi.

7. Algoritmik karmasgikhk

Matematikteki formalizm algoritmik olarak ¢oziilemeyen problemlerin aragtirilmasim giindeme
getirdi. Bilgisayar teknolojisindeki geligmeler ise, bagka tiir problemlerin, ilke olarak degil, sadece
uygulamada zor olan problemlerin 6grenilmesini 6ne ¢ikardi. Bu problemlerin ¢ogunu tam ¢dzebilmek
icin bilgisayarlar: yiizlerce yil caligtirmak gerekebilir.

Ornek-2: Ornek-1°deki problemi n = 50 igin saniyede 1.000.000 iglem yapan bir bilgisayarda
sayimlama, yOntemi ile ¢Bzmesi igin gereken zamam hesaplayalim.

50 -
Za,-w,':b, a;,beN, z;=0yadal, i=1,50.

i=1

Burada z; = 0 ya da 1 olmak {izére (z1,--,>50) vektorlerini.incelemek gerekecek ki, bunlarin da
sayis1 N = 250 olup,

N =2% = (219)° = (1024)° > (1000)* = (10°%)® = 10%5

islem yapilacaktir. Bilgisayanmlzm hizi V = 108 iglem / saniye oldugu icin N = 10'® iglem yap-
mak icin gereken zaman t = V = 11%15 =10° san ~ 25ul. Onceleri bu tiir problemlerin ¢Oziim
tekniklerinin bilgisayar teknolojisindeki hizhi geligmeler sayesinde yeterli gelecekleri diigiincesi son-
radan bu iyimserlige golge diigiirecek kuskular ortaya gikardi. Bu kugkular problemlerin ¢dziim
karmagiklig: ile ilgilidir.

8. P ve NP smuf

Genel olarak algoritmalar: ¢bziim karmagikligi agisindan iki sinifta topla,mak miimkiindiir: (i)
Verimli (efficient) algoritmalar. (ii) Ussel zamanl: algoritmalar.

Verimli algoritmalar problemleri polinom zamanda cozebilen algoritmalardir. Diger bir deyigle
verimli algoritmalarda ¢oziim igin gerekh iglem sayisi problemin karakteristik bir boyutu cinsin-
den bir polinom ile ifade edilebilir. Ote yandan iglem say1si problemin karakteristik boyutunu {issel
bir iglevi olarak ifade edilen algoritmalar ise iissel zamank algoritmalor olarak siniflandirilmaktadir.
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Ornek-1'deki problemin karakteristik boyutu degigkenlerin sayisi olan n’dir. Genel olarak problem-
lerin karakteristik boyutuna iligkin verileri bilgisayarm belleginde yazmak icin gereken yerin bilylikligi
ile tanimlanabilir. Algoritmalarin problemleri ¢6zmede alacagi zaman bu biiyiikliik parametrelerinin
bir iglevi olarak gosterilir. Bir algoritmanmn, biiyiikliigii verilen bir problem igin maksimum kag it-
erasyon siirecegi ve her iterasyondaki toplam aritmetik iglem sayist hesaplanabilir. Aritmetik iglemleri,
toplama, cikarma, carpma, bélme ve kargilagtirma gibi basit iglemlerin bilgisayarda sabit zaman
aldifim varsayarak algoritmanin alacagi zaman: yalmzca biiyiiklik parametreleri cinsinden yazabili-
riz. Bu iglem 1. Ornekteki problem icin T(n) olarak yazildifinda sayimlama algoritmasinin siresel
karmagikhgn O (2™) olur, yani C sabit bir say1 olmak iizere T'(n) < C - 27dir. Ilk olarak J.Edmonds '
tarafindan ortaya atilan dyé - kéti algoritma ayriminin testi igte bu siiresel karmagikhiga dayandinilmak-
tadur.

Bir algoritma ancak efer siiresel karmagikligi biiyiiklik parametrelermm bir polinomu ise iyi
kabul edilmektedir. Ornegin O(n), O (n2), O (In +m?), O (n® + m® + 5), vb. polinom smurl siiresel
karmagikliklar ifade ederler, O (6™), O (n!m!), O (n™), ise polinom siurh olmayan siire karmagiklik-
larinin, dolayisiyla kotii algoritmalar: temsil eder. Polinom zamanh ¢bzer yontemi bulunmug problem
sinifi P ile gosterilir. Problemler sinifin1 formal olarak tammlamak icin gerekirci (deterministik)
(DTM) ve gerekirci olmayan (nondeterministik) Turing makinesi (NTM) kavramlar: kullaniir. Bu-
rada DTM’yi bildigimiz bilgisayarlara eg bir makine, NTM’yi ise heniiz egi diinyada olmayan iistiin
bir makine olarak kabul edebiliriz. Bu 6yle bir iistiin makenedir ki, bir anda sonlu bir k kadar ¢oziim
tahminlerinde bulunup her tahmin icin ayr: bir bilgisayar gibi hesaplamalar yapabilir.

Polinom simirli DTM ile ¢oziilebilen tiim karar problemleri P sinsfins olugturur. Polinom sinirh
NTM ile ¢oziilebilen karar problemleri ise NP ssnsfindandsr. P, NP’nin bir alt kiimesidir. Ciinki
NTM’ler polinom sinirh DTM ile ¢Bziilebilen her problemi ¢6zebilir. Asil sorun yalniz polinom simirh
NTM ile ¢oziilebilen karar problemleminin DTM ile polinom sinirh siirede ¢oziiliip ¢oziilemeyecegidir.

Yani P & NP sorusunun yanit1 Kapmagiklik kuraminin ¢oziilmemis en 8nemli problemidir.

9, NP-tamlik

Bir X problemi eger, ¥ problemini ¢6zen iyi bir algoritmadan yararlanilarak elde edilen diger iyi
bir algoritma ile ¢oziilebiliyorsa, X, Y've (polinom) indirgenebilir denir.

Ornek-3: X ve Y problemi agagidaki gibi olsun:
YV:az®+bzx+c=0, X:dz+qg=0.

X problemi Y probleminin 6zel durumu oldugu icin Y problemlm Qozses &W’tm&é&& yararlanarak
X’i de ¢bzebiliriz. Yani X, Y’ye indirgenebilir.

Burada X ya da Y igin polinom simirli bir algoritmanin vatk@ ."Yalnizca birini
¢Ozen bir iyi algoritma varsa, bunun digeri icin de iyi algoritma elde etm aﬁimma gelecegini
sOyliiyoruz. Bunun igin de X’i Y’nin 6zel bir durumuna ?93 wmirlt slirede indirgeyecek bir
algoritma bulmak yeterlidir. Eger NP sinifindaki her oy in 8zel durumlarna in-
dirgenebiliyorsa, ¥ problemi NP-zor ve aymi za:x:mn ‘simfindan ise Y'ye
N P-tam problem denir. '

Bir NP tam probleme verimli bir cﬁzﬂm ¥o
ler de verimli bir gekilde goziilebileceklerdi
sinin matematiksel bir anlamda, aym ailen Ik olarak Toronto Universitesi’'nden
Stephen Cook tarafindan 1971'de farkedildi, Dak ematikgilér bu problemlerin herbirini tek
tek ele alip, herbiri igin ayri bir "iyi" ¢lziim yﬁ&t&tﬁi ariyorlardi. Cook’un caligmalarindan sonra
bilimciler daha &nce baglantisiz olan birgok problemin NP tam oldugunu gérmek icin ataga gecti
ve gilintimiizde ylizlerce bu tlir problem saptanmigtir. Bu problemlerden belki de, en {inliisii Gezgin
Satic1 Problemidir .

Gezgin Satici Problemi: Bir gezgin saticinin bulundugu bir gehirden baglayarak (n—1) sayida

diger NP tam problem-
riinen problemlerin hep-
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gehrin her birine ancak ve ancak bir defa ugramak kogulu ile tekrar basladig: sehre dénmesini saglayan
en kisa turu bulma problemidir.

Bu gezgin satic ilk durak olarak bu n kentin herhangi birini segebilir. Daha sonra, ikinci durak
yeri icin, (n — 1) secim vardir, sonra (n — 2) vb. Boylece farkh gezi programlarimn toplam sayisi
(n — 1)! dir. Ancak bu rotamn yans: sadece ters yonde, yolun &teki yarisindan olugtugu igin dogru
say1 (n — 1)! in yanisidir. Formal olarak bile, bu problem yeterince korkungtur.

Eger kentlerin sayist fazla olursa, rnegin Tiirkiye'nin 79 il merkezi s6z konusu olursa ne olur?
Saticimin Ankara’dan yola ¢ikip yol boyunca 78 il merkezini dolagip Ankara’ya dondiigiinii diiginelim.
Hig diisiinmeden problemin birbirinden farkli 78! in yarist kadar, yani yaklagik 10% rota ierdifini
soyleyebiliriz. Saniyede bu tiir bir milyon iglem yapabilen bir bilgisayar kullanirsak iglemi tamamla-
mak yaklagik 4 - 1078 yillik bir zaman alacaktir.

Buradan neden satrang veya benzer oyunlarin biiyiik beceri ve marifet istedigi anlagilir. Bu tiir
oyunlarda algoritma ile verilen oyun stratejilerin pratik bakimdan imkansizlig: ile kargilagmig oluruz.
Boylece bu tiir problemlerde ilke olarak, dnce, olanakh her farklh durum i¢in hesaplama yapilarak
(bilgisayarda hesaplama daha olasi) sonra da (eger varsa) verilen kogullar: saglayan en verimli sonug
secilip tam olarak ¢dziime varilabilir. Ancak sorun, bu tiir problemlerde farkli durumlarm sayisinin
akil almaz biiyiikliikte olmasidir.

10. Son durum ve gelismeler

Giiniimiizde Matematigin hemen-hemen tiim alanlarinda kargimiza ¢ikan NP-tam problemlerin
listesinde her gecen giin artan 1000’den fazla problem vardir (Bkz. Journal of Algorithms).

Bugiine kadar yapilan aragtirmalarda N P-tam problemlerini ¢Gzebilen bir polinom zaman algorit-
mas1 bulunamanusgtir ve genel kam bdyle bir algoritmamin var olmadig: y6niindedir. Fakat bu 6ngorii
heniiz kanitlanmamugtir. Uzmanlarin gogu Turing makinesine benzer bir aygit kullamlarak, N P-tam
probleminin polinom siirede ¢oziilmesinin gergekte olanaksiz oldugunu ve sonugta P ve N P-nin aym
olamadiina inanmaktadirlar. S.Smale’e gére "P # NP ?” problemi XXI yiizyiin Matematigin en
6nemli sorusudur.

Son yillarda hesaplanabilirlik kuraminda en Gnemli geligme hesaplamalarm kuantum modelinin
yaratilmasidir. Uzerinde en ¢ok konugulan kuantum bilgisayars fikri de burada ele alinmaktadir.
David Deutsch’e gore, bir "kuantum bilgisayar1” inga etmek ”ilke olarak” olasidir. Deutsch bu bilgisa-
yar i¢in P’de yer almayan, ama bu aygit sayesinde polinom siirede ¢oziilebilen problemlerin (problem
siniflar1) var oldugunu ileri stirmektedir.

Sonug: Ussel snirl algoritmalarin teknolojik geligmelerden sagladiklar: yarar dnemsiz denecek
kadar kii¢iik oldugu kolayca gdsterilebilir. Bu yiizden etkili algoritma, geligtirme, bilgisayar teknolo-
jisinin geligiminden daha ¢ok 6nem tagimaktadir.
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